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1 Sterowanie optymalne
1.1 Optymalizacja i sterowanie optymalne - definicja

Optymalizacja jest zbiorem metod i proceséw osiagajacych najlepsze opty-
malne rozwiazanie zadanego kryterium jakosci. Szczegélnym przypadkiem opty-
malizacji jest optymalizacja wielokryterialna, ktéra jest bardzo szeroko stoso-
wana m.in. w przemysle motoryzacyjnym czy mechanicznym.

Sterowanie optymalne jest ogétem najlepszych dopuszczalnych proceséw ste-
rowania maksymalizujacych zadane kryterium jakosci (wskaznik). Proces ste-
rowania sklada si¢ z zestawienia trajektorii stanu i sterowania:

(z,u) € X x U

X - przestrzen trajektorii stanu
U - przestrzen sterowania

Optymalizacja ukladéw sterowania dla danego uktadu jest bezposrednio zwia-

zana z poszukiwaniem procesu sterowania zapewniajacego ekstremum wskaz-
nika jakosci procesu (np. zysk z prowadzenia procesu) i musi by¢ dopusz-

czalna pod katem ograniczen wynikajacych z warunkéw prowadzenia procesu

(np. ograniczenie zuzycia surowcéw).

Zagadnienia sterowania optymalnego wymagajg stworzenia matematycznego
odzwierciedlenia wskazZnika jako$ci procesu, ktéry ma byé optymalny. Stad
czesto wykorzystuje sie pojecie funkcjonalu, mapowania przypisujacego danej
funkcji liczbe:

Przyktad
flx) = @Q

max =| f(2) |

TER

Q= ' Pe)da

Problem optymalizacji niesie wiec ze sobg zmiany w zawartych zjawiskach
fizycznych oraz wymaga podjecia najlepszej optymalnej decyzji, np. uktad fi-
zyczny i jego zmiany bedace w zasiegu dziatania zadanych czynnikéw dokonuja
sie tak, aby energia uktadu byta jak najmniejsza. Do badania dynamiki zamian
uktadu wykorzystuje si¢ minimum pewnej funkeji zalezacej od tej dynamiki,
tzw. funkcjonatu energii.



4 Piotr Jarzynski

1.2 Optymalizacja statyczna

Podtozem optymalizacji statycznej jest poszukiwanie ekstremum funk-
cji. Ten typ optymalizacji jest wykorzystywany do znalezienia optymalnego
punktu, w ktérym warto$¢ funkcji celu jest najlepsza z mozliwych - w za-
lezno$¢ od zadania warto$¢ moze byé najwieksza lub najmniejsza, ale zawsze
ekstremalna. Szukanie najlepszej wartosci funkcji jest mozliwe réwniez na ogra-
niczonym obszarze zawierajacym tylko jedno ekstremum, taki proces nazywa
sie poszukiwaniem ekstremum lokalnego. Przeszukiwanie catej przestrze-
ni nazywa sie poszukiwaniem ekstremum globalnego.

ZnaleZé takie x* € X, zZe dla kazdego x € X zachodzi

f(=%) < f(=),
gdzie ograniczenie v € X, a X jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych
(min)

1.3 Optymalizacja dynamiczna

Podtozem optymalizacji dynamicznej jest poszukiwanie ekstremum funk-
cjonalu. Przyktadowe zadanie optymalizacji dynamicznej ztozone jest z zna-
lezienia takiego ciagu decyzji w okreslonym przedziale czasowym, ktére za-
gwarantuje ekstremum zalozonego wskaznika jakosci, zalezacego od przebiegu
zmian decyzji. Wskaznik jakosci jest wiec funkcjonalem tej decyzji,
okreSlanym na danym przedziale czasu.

ZnaleZé takie z*(t), ze dla kazdego x(t) € X zachodzi
Qr*(t) < Qu(t),

a X jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych (min)

2 Przykladowe zadania
2.1 Sterowanie docelowe

Sterowanie docelowe jest bardzo istotnym przypadkiem sterowania opty-
malnego szeroko stosowane w wielu galeziach proceséw przemystowych, m.in.:
metalurgicznych czy biotechnologicznych. Polega na wyborze trajektorii opty-
malnej ze zbioru wszystkich trajektorii stanu przeprowadzajacych obiekt ze
stanu poczatkowego do zadanego stanu koncowego, dla ktérej minimalizowany
jest wskaznik jakoéci procesu.

Podstawowe zadanie optymalnego sterowania docelowego polega na minimali-
zacji calkowitego wskaznika jakosci (koszt sterowania)



Przykladowe sformutowania zadan sterowania optymalnego 5

z uwzglednieniem réwnania stanu
T = f(fl'(t),u(t),t),t S [t[)vtl]v

warunkéw dwugranicznych, przy danym stanie poczatkowym xg i kohcowym
X1 i tl

(lr(to) = :Zio,.lr(tl) =1,

oraz ograniczen chwilowych sterowania, gdzie U jest zbiorem sterowan dopusz-
czalnych

u(t) eUte [to,tl]

2.2 Sterowanie minimalno-energetyczne

Jest to rodzaj sterowania optymalnego docelowego, ktérego wskaznik jako-
$ci charakteryzuje si¢ minimalnym zuzyciem energii do osiggniecia wyznaczo-
nego celu. Jednym z przykladéw takiego sterowania jest mozliwo$¢ sterownia
w sposOb minimalno-energetyczny silnikiem pradu stalego.

g(z(t), ult),t) = u’(t)

Gl u) = /t "2 ()t

0

Przyklad Minimalno-energetyczne nagrzewanie zbiornika z ciecza: zminima-
lizowaé straty energetyczne
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Glw,u) = /01 W2 (8)dt
proces nagrzewania opisywanego réwnaniem stanu
#(t) = —ax(t) + bu(t),t € 0,1]
z warunkiem dwugranicznym
z(0) = xo, (1) = 1,

gdzie z(t) jest temperatura cieczy w zbiorniku w chwili ¢, z¢ jest jego zadana
temperatura poczatkowa, 1 jest jego zadana temperatura koncowa, u(t) jest
natezeniem pradu obwodu grzejnego, a jest jego wspotczynnikiem stygniecia
cieczy, za$ b jest wspdlczynnikiem nagrzewania cieczy.

2.3 Sterowanie minimalno-czasowe

Jest to rodzaj sterowania optymalnego docelowego, optymalne zadanie ste-
rowania minimalno-czasowego sa wykorzystywane do optymalizowania czasu
potrzebnego do zrealizowania zadanego celu. Funkcjonalem celu (kosztu) jest
wiec czas realizacji celu. Przykladem zastosowania takiego sterowania jest
optymalizacja sterowania minimalno-czasowa lotem ze zmienna predkoscia.

g(x(t), u(t),t) =1

ty
G(x,u) = ldt =t — to
to

Przyklad Minimalno-czasowa stabilizacja oscylatora: sprowadzi¢ oscylator do
potozenia réwnowagi w minimalnym czasie

t1
G((IZ,U): dt:tl—to
to

z uzglednieniem réownan stanu oscylatora
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T1(t) = za(t), 22(t) = —az1(t) + bu(t), t € [to, t],
z warunkiem dwugranicznym
x;i(to) = 0, zi(t1) = T, i = 1,2,
oraz ograniczen chwilowych sterowania
lu(t)| < 1,t € [to, t1],

gdzie 1 (t) jest polozeniem oscylatora w chwili ¢, x5 (%) jest predkoscia oscyla-
tora, u(t) jest jego sila stabilizujaca, a jest jego wspo6lezynnikiem amortyzaotra
sprezynowego, za$ b jest wspoélczynnikiem oddzialywania sity stabilizujacej.

2.4 Sterowanie okresowe

Optymalne sterowanie tego typu zadania polega na wyborze ze zbioru
wszystkich okresowych oddzialywan sterujacych takiego, ktory zagwarantu-
je optymalny usredniony wskaznik jakosci procesu np. maksymalna Srednia
wydajno$¢. Przykladem zastosowania takiego sterowania moze by¢ proces che-

miczny dazacy do maksymalizacji wydajnosci procesu, czyli minimalizacji Sred-
niej ilodci produktu ubocznego.

Qr.x,u) = - | st utvyi

T

przy ograniczeniach obejmujacych réwnanie stanu o parametrach skupionych

&(t) = fz(t), u(t)),t €0,7],

zakres dopuszczalnych wartoci stanu i sterowania
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z(t) € X,u(t) € U,t € [0,7]

oraz Srednia wydajnosé zrédel surowcow i energii wykorzystywanych do reali-
zacji procesu

1 T
—/ Bu(t)dt = us
T Jo

Przykltad Rozwazmy proces sterowania cyklicznego stezeniem substancji
surowcowej A wprowadzanej do zbiornikowego reaktora chemicznego o dzia-
taniu ciaglym, gdzie zachodzi jej przemiana w produkt uzyteczny B. Oznacza-
my:

e u(t) - stezenie substancji A w strumieniu wejciowym reaktora w chwili ¢,

e 1(t) - stezenie substancji A w reaktorze w chwili ¢,

e ¢ - natezenie przeplywu mieszaniny reagujacej przez reaktor.
Problem optymalnego sterowanie okresowego dla rozwazanego przyktadu po-
lega na maksymalizacji wydajnosci procesu (tj. na minimalizacji $redniej ilosci
nieprzereagowanego produktu)

z uzglednieniem réwnania stanu
i(t) = q(u(t) — o (t) — ka(t), ¢ € [0,7],
chwilowych ograniczen stanu i sterowania
x(t) > 0,0 < u(t) <2,t€l0,7],

oraz $redniej wydajnoéci zrédta surowca

1/ u(t)dt = 1
T JO
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2.5 Regulacja stanu

Ten typ sterowania optymalnego ma bezposredni wpltyw na korekte prze-
biegu trajektorii stanu i wyboér optymalnego sterowania dokonujacego tej po-
prawki. Przykladowym zastosowaniem tego sterowania optymalnego jest mi-
nimalizacja straty energetycznej na sterowaniu.

Przyktad Minimalizacja zuzycia surowca w chemicznym procesie produk-
cyjnym.

W przeplywowym reaktorze chemicznym zachodzi proces przemiany surowca
A w produkt uzyteczny B i w produkt uboczny C. Wyrézniamy zmienne sta-
nu:

e 11 (t) - stezenie surowcai A w reaktorze, xs(t) - stezenie produktu uzy-
tecznego B w reaktorze,

e uq(t) - stezenie surowca A w strumieniu wejSciowym reaktora, us (1) -
natezenie przeplywu mieszaniny przez reaktor.

Nalezy minimalizowaé Srednie zuzycie surowca

Gla,u) = = /0 " (O)un(t)dt

T

z uwzglednieniem réwnania stanu

Z1(t) = ur()ua(t) — ua(t)21 (t) — 323 (t) — azy(t),

Za(t) = —ug(t)xa(t) + 322 (1)

ograniczenia technologiczne w postaci zadanego sredniego poziomu nieprzere-
agowanego surowca i Sredniego poziomu produkcji sktadnika uzytecznego

1

7/ ri(t)dt = 1/3,i = 1,2,
T Jo

oraz ograniczenia chwilowe stanu i sterowania

przy czym a jest parametrem o nominalnej wartoéci ¢ = 1, ktory jednak
podlega czestym fluktuacjom.
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2.6 Sterowanie liniowo-kwadratowe

Przyktad tego rodzaju dotyczy sterowania optymalne przy kwadratowym
wskazniku jakosci (LQR). Ten typ sterowania korzysta z regulatora liniowo-
kwadratowego ze sprzezeniem zwrotnym bazujacego na zasadach stero-
wania optymalnego wykorzystywanego w ukladach liniowych. Funkcja tego
rozwiazania jest minimalizacja kwadratowego wskaZnika jakosci (funkcji kosz-
tow).

Dany jest liniowy system ciagly opisywany rownaniem:

2'(t) = Az(t) + Bu(t)

kwadratowa funkcja kosztow

G = 2T (L) Ft)a(ty) + / to' (27 Qz + u” Ru)dt

koszt—stanu—kocowego

Gdzie x i u sa ciagtymi funkcjami czasu. Funkcje kosztéw mozna intepreto-
waé jako kare natozona na wartosci stanu uktadu oraz sterowania. Parametra-
mi strojacymi regulator LQR sa macierze @ i R, ktére dzialaja na zasadzie
wag mowigcych o tym jak duzy ciezar kary zwigzany jest z poszczegdlnymi
sktadowymi stanu i sterowania. W tego typu rozwazaniach duza role odgry-
wa wymiarowo$¢ macierzy. Jedli stan jest wektorem o iloSci elementéw m, a
sterowanie zawiera n skladowych to macierze @ i R sa macierzami diago-
nalnymi o nieujemnych warto$ciach na gtéwnych przekatnych i rozmiarach
kolejno m x min x n.

Rozwiazaniem problemu liniowo-kwadratowego dla problemu regulacji jest wek-
tor wzmocnien K, do wyznaczenia ktorej konieczne jest rozwiazanie rownania
Riccatiego. Aby dla danego problemu zawsze istniato rozwiagzanie nalezy za-
pewnié sterowalnos¢ regulowanego obiektu. Sterowalnos¢ méwi o tym, ze ist-
nieje mozliwos¢ przeprowadzenia ukladu z dowolnego warunku poczatkowego
do zadanego warunku koncowego w skonczonym czasie. Aby sprawdzié czy da-
ny uklad jest sterowalny nalezy sprawdzi¢ rzad macierzy sterowalnoéci danej
postaci:

S=[B AB A’B .. A"'B],

gdzie n - rzad ukladu. Jezeli rzad tej macierzy S jest réwny rzedowi uktadu,
wtedy ukltad jest sterowalny.

Przyktad Jako przyklad wykorzystania sterowania LQR wykorzystany zosta-
nie uklad wahadta z ttumikiem. Uklad opisany jest rownaniem rézniczkowym.
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¢ _ 1 g, add
a2 milz2 mil? dt

Zlinearyzowany uklad opisany jest nastepujacymi rownaniami stanu

T = Az + BU
y=Cz

Gdzie macierze opisujace otrzymany uklad sa nastepujace

A= (9.?31 —11)’]3: (g),cz <(1)(1]>

Nastepnie przeprowadzono symulacje dla dwdch réznych macierzy wag stanu

Q

Q‘((l)o(?l)’R—l

Oraz

a- (31). 51

Jak wida¢ zmiana wagi odpowiedzialnej za druga zmienng stanu w kryterium
jakosci dzialania regulatora miala znaczacy wplyw na przebiegi przejéciowe
predkosci katowej wahadla (druga zmienna stanu).

Dla pierwsze przypadku macierz sprzezenia od stanu miala postaé
K =1[4.164 1.144]

Dla tak dobranej warto$ci macierzy sprzezenia od stanu bieguny ukladu za-
mknietego sa nastepujace

AL =—3.88; A= —-2.835
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3 Zasady i funkcje sterowania optymalnego
3.1 Mnozniki Lagrange’a

Jest to przyktad wykorzystywany w optymalizacji do obliczania ekstremum
warunkowego funkcji rézniczkowalne;j.

Jezeli funkcja f(x): R™ — R (tzn. x jest wielowymiarowe) ma
ekstremum warunkowe w punkcie x*, przy warunku G(x) =0, gdzie
G(z): R — R™, to w punkcie © = z* spelniony jest uklad réwnan

(o) = goc
G(z)=0

gdzie

A= (A, A2y A) T

AL, A2,y ey Ay — tzw.mnozZniki Lagrange’a
Przyklad Zminimalizowaé¢ funkcje
fla,y)=z+y
przy ograniczeniu, ze punkt (x,y) lezy na okregu jednostkowym, tj.
2+t =1
czyli

G(z,y) =0,
gdzie G(z,y) =22 +1y* -1

Tworzy sie funkcje

F(‘Tvy) = f(xay) + )‘G(x7y)
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Mozna pokazaé, ze warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w punkcji
(z,y) jest

%F(%y) =0

G(z,y) =0
W naszym przykladzie

1+2x=0

1+2\y=0

2 4+y2—-1=0

co prowadzi do rozwiazania x = y, 2x? = 1, a zatem

|G

r=y= 5 lub x=y=—

3.2 Zasada maksimum Pontriagina

Jest to zasada wykorzystujaca réwnania Lagrange’a i rownania Hamiltona.
Zasada ta jest warunkiem koniecznym optymalnosci w zadaniach sterowania
optymalnego. Obecno$¢ ograniczen stanu koncowego moze powodowaé, ze ste-
rowanie optymalne jest wyznaczane tylko przez ograniczenia zadania. Woéw-
czas mnoznik Lagrange’a A0 , zwigzany z minimalizowanym funkcjonatem, jest
rowny zeru i méwimy, ze zadanie jest nienormalne. W przeciwnym przypadku
zadanie jest normalne.

W podstawowym problemie sterowania optymalnego minimalizacja podlega

catkowym wskaznik jakosci

t1

Gl u) = /t g(@(t), u(t), t)dt

0

z uzglednieniem ograniczen w postaci rownania stanu procesu
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z zadanym warunkiem poczatkowym

z(to) = 2o

oraz ograniczen w postaci dopuszczalnego chwilowego zakresu wartosci stero-
wania

u(t) elU, te [to,tl]

gdzie funkcje

g:R"xR"xR—R, f:R"XR"xR—R"

sa, ogblnie biorac, nieliniowe.

Definiujemy funkcje Hamiltona (hamiltonioan) w postaci

Jezeli (x*,u*) jest optymalnym procesem sterowania, to sterowanie u*
maksymalizuje hamiltonian problemu, tj.
H\ (t),z*(t),u*(t),t) = maxy ey = H(N"(t),2*(t),u(t), t)
gdzie \*(t) (tzw. funkcja sprzezona) spelnia liniowe réwnanie
rézniczkowe (tzw. sprzezone)
NH(t) = = fa (@ (1), u(8), 1) + gq (a* (1), u* (1), 1)

z warunkiem koncowym

N*(t) = 0



Przykladowe sformutowania zadan sterowania optymalnego 15

3.3 Zasada optymalnosci Bellmana

Zasada ttumaczy optymalnosé: koniec trajektorii optymalnej jest optymal-
ny sam dla siebie (w rzeczywisto$sci fragment trajektorii optymalnej jest opty-
malny). W rozumowaniu tym nalezy uwzgledni¢ warunki poczatkowe i konco-
we wynikajace z wybranego fragmentu trajektorii. Nalezy to rozumieé naste-
pujaco: jesli zaplanowano optymalny ruch do stanu xg do xy to optymalna
trajektoria planowana ze stanu x; ( zwarunkiem poczatkiowym z;) do stanu
x s bedzie fragmentem trajektorii uzyskanej uprzednio (trajektorie moga sie
réznié, jednakze koszt bedzie ten sam).

Trajektoria optymalna

Definiujemy funkcje Bellmana (zwana takze funkcja jakosci optymalnej) jako
optymalna warto$¢ wskaznika jakosci na konicowym odcinku trajektorii proce-
su [t, t1]

S(z(t),t) = min /ttk g(x(1),u(r),7),dr,

teU|t,t)

przy — warunku x(ty) = xp

Funkcja S(x(t),t) okresla jaki jest najmniejszy mozliwy koszt dotarcia
do stanu koricowego xj w chwili ty, jezeli w chwili t obiekt znajduje
sie w stanie z(t).

t+AL
S(z(t),t) = min / g(x(7),u(r),7),dr + S(z(t + At), t + A
teU[t,tx] Jt

po rozwinieciu funkcji S(x(t + At),t + At) w szereg Taylora wzgledem
punktu S(x(t),t) i przejsciu At — 0 otrzymuge sie réwnanie
Hamiltona-Jacobiego-Bellmana
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u(t)eU
gdzie
5i(a(0).0) = T80 i S0, = 5750,
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http://staff.iiar.pwr.wroc.pl/krystyn.styczen/
http://staff.iiar.pwr.wroc.pl/grzegorz.mzyk/
http://bcpw.bg.pw.edu.pl/Content/767/21zdau_zarys.pdf
http://jtjt.pl/odwrocone-wahadlo
https://eia.pg.edu.pl/documents/184139/28396400/LQR.pdf
http://home.agh.edu.pl/~pba/pdfdoc/pmpn.pdf
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